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РАЧУНАРСКЕ ВЈЕЖБЕ ИЗ ФИЗИКЕ 

Zoran Rajili}, Sreten Leki} 
Prirodno-matemati~ki fakultet Univerziteta u Bawoj Luci 

Mladena Stojanovi}a 2, 78000 Bawa Luka 

ABSTRACT 

RAJILIĆ, Z., LEKIĆ, S.: PHYSICS COMPUTER EXERCISES. Skup, 1: Savremena univerzitetska 
nastava, Zbornik radova naučno-stručnog skupa, Trebinje, novembar 2003. 211-220, Banja Luka, 2004. 
[Faculty of Natural Sciences and Mathematics of Banjaluka University, 78000 Banjaluka, 2 Mladena 
Stojanovića Street] 

A manner of using Maple (a general purpose software developed at University of Waterloo in 
Canada) in computational physics exercises is shown. The intention is to improve understanding of physics at 
University level courses and increasing student skill of using computers in teaching, research and industry. 
The proposed computational exercises would be an addition to experimental and calculating ones. 

 

SA@ETAK 

Pokazan je na~in primjene softvera Maple u ra~unarskim vje`bama iz fizike. Takvim 
vje`bama mo`e se poboq{ati razumijevawe fizike i sposobnost za primjenu ra~unara u nastavi, 
primjeni i istra`ivawu. 

1. MAPLE 

Maple je softver op{te namjene (kao Mathematica, Derive, Matlab) koji se razvija od 
1980. godine na Univerzitetu Voterlu (Kanada). Primjewuje se u nastavi, istra`ivawu i 
industriji. Najnovija verzija softvera je Maple 9. Mapleov radni list sadr`i tekst, 
komande i rezultate (simboli, brojevi, dijagrami). Vrlo lako se koriguje i dopuwava. Ovde 
se predla`e kori{tewe Maplea pri posebnim ra~unarskim vje`bama iz fizike koje bi se 
radile uz eksperimentalne i ra~unske.  

Dva su osnovna ciqa takvih vje`bi:  
(1) boqe razumijevawe fizike i  
(2) osposobqavawe studenata za primjenu ra~unara u istra`iva~kom radu, primjeni 

i nastavi.  

Pogleda}emo nekoliko primjera Mapleovih radnih listova. 

2. СВЕМИРСКИ БРОД У БЛИЗИНИ ПЛАНЕТЕ 

Svemirski brod ~iji pogonski motor ne radi nalazi se u gravitacionom poqu 
planete mase M. Svemirski brod mo`e pasti na tu planetu, postati wen satelit ili pro}i 
pored planete. [ta }e se desiti od ove tri mogu}nosti zavisi o po~etnim uslovima. 

>restart: 
> G:= 6.67e-11: M:= 9e24: # gravitaciona konstanta i masa planete 
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> x0:= -27e6: y0:= -27e6: # p. pol. 
> with(plots): 
> p1:= plot([9e6*cos(t),9e6*sin(t),t=0..2*Pi],color=blue,thickness=3, 
scaling=constrained): # crtanje planete 
> sb:= plot([-27e6+5e5*cos(t),-7e6+10e5*sin(t),t=0..2*Pi],color=red, 
scaling=constrained): # crtanje svemirskog broda 
> jx:= diff(x(t),t,t)=-G*M*x(t)/(x(t)^2+y(t)^2)^(3/2): # x-komp. ubrzanja 
> jy:= diff(y(t),t,t)=-G*M*y(t)/(x(t)^2+y(t)^2)^(3/2): # y-komp. ubrzanja 
> pp1:= x(0)=x0,y(0)=y0,D(x)(0)=0,D(y)(0)=3e3: # p. uslovi 
> rj1:= dsolve({jx,jy,pp1},[x(t),y(t)],type=numeric): 
> rj1(287.44); 

 
> tr1:= pointplot({seq([rhs(rj1(206*k)[2]),rhs(rj1(206*k)[4])],k=0..38)}): 
> display(p1,sb,tr1,axes=none); # pada na planetu 

 

> pp2:= x(0)=x0,y(0)=y0,D(x)(0)=0,D(y)(0)=4.4e3: # novi p. uslovi 
> rj2:= dsolve({jx,jy,pp2},[x(t),y(t)],type=numeric): 
> tr2:= 
pointplot({seq([rhs(rj2(520*k)[2]),rhs(rj2(520*k)[4])],k=0..173)}): 
> display(p1,sb,tr2,axes=none); # satelit 
> pp3:= x(0)=x0,y(0)=y0,D(x)(0)=0,D(y)(0)=6e3: # novi p. uslovi 
> rj3:= dsolve({jx,jy,pp3},[x(t),y(t)],type=numeric): 
> tr3:= pointplot({seq([rhs(rj3(306*k)[2]),rhs(rj3(306*k)[4])],k=0..77)}): 
> display(p1,sb,tr3,axes=none); # prolazi pored planete 

Lako je promijeniti parametre M (masa planete), x0, y0 (po~etni polo`aj svemirskog 
broda), D(x)(0), D(y)(0) (po~etna brzina svemirskog broda) i pogledati posqedice tih 
promjena. 

 = t 287.44  = ( )x t -0.269877766758996620 108  = 
d
d
t ( )x t 85.7472441989835232 , , , 




 = ( )y t -0.261255878717318848 108  = 
d
d
t ( )y t 3084.36660640075252, 



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3. СЛУЧАЈНО КРЕТАЊЕ 

Pretpostavimo da se jedan ~ovjek nalazi na mjestu x0=0 i da bacawem nov~i}a 
odlu~uje ho}e li napraviti jedan korak naprijed i do}i na mjesto x1=1 ili jedan korak 
nazad i do}i na mjesto x1=-1. Ponovo baca nov~i} i odlu~uje o pomjerawu za 1 ili -1. Nakon 
n koraka ~ovjek se nalazi na mjestu xn. Ako ovaj eksperiment ponavqamo, dobi}emo 
razli~ite vrijednosti xn, pozitivne i negativne (sredwa vrijednost je nula). Sredwa 
kvadratna udaqenost (korijen sredwe vrijednosti kvadrata xn) jednaka je korijenu od n. 
Predvi|awa teorije vjerovatno}e su ta~nija {to je ve}i broj eksperimenata. Ovo je jedan 
jednostavan model Braunovog kretawa. 
> restart: 
> n:= 20: # broj koraka u jednom eksperimentu 
> ne:= 750: # broj eksperimenata 
> snj:= rand(0..1): # 0 ili 1 # procedura simulira bacanje nov. 
> for k from 1 to n do for j from 1 to ne do delta[j,k]:=1-2*snj() od od: 
> seq(delta[9,i],i=1..20); # koraci u devetom eksperimentu 

 
> for j from 1 to ne do xn[j]:=sum(delta[j,i],i=1..n) od: 
> evalf(sum(xn[m],m=1..ne)/ne); # srednja vrijednost xn 

 
> with(plots): 
> listplot([seq(sum(delta[2,i],i=1..k),k=1..20)],color=blue, 
thickness=3,xtickmarks=5); # kretanje u drugom eksperimentu 

 

> restart: 
> snj:=rand(0..1): 
> d:= proc(ne) local k,j,xn,delta: for k from 1 to 100 do for j from 1 to 
ne do delta[j,k]:=1-2*snj() od od: for j from 1 to ne do 
xn[j]:=sum(delta[j,i],i=1..100) od: evalf(sqrt(sum(xn[m]^2,m=1..ne)/ne)) 
end: # broj koraka je 100, d(ne) je sred. kv. udalj. za ne eksperim. 
> for p from 3 to 16 by 2 do ne=p,sku=d(p) od;  

 

, , , , , , , , , , , , , , , , , , ,-1 1 1 1 -1 1 -1 1 1 1 -1 -1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 1

-0.03200000000

,  = ne 3  = sku 16.65332800 
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> for p from 100 to 400 by 50 do ne=p,sku=d(p) od; 

 

 

 

 

 

 

 
Teorija vjerovatno}e predvi|a sredwu kvadratnu udaqenost 10 (broj koraka je 100). 

Za malen broj eksperimenata (ne) dobijamo rezultate dosta udaqene od 10. Za velik broj 
eksperimenata dobijamo rezultat vrlo blizak predvi|awu teorije vjerovatno}e. 

4. АТОМ ВОДОНИКА 

Gustine elektronske raspodjele atoma vodonika u pojedinim stawima izgra|ene su 
generisawem specijalnih funkcija koje ~ine radijalni (Lagerove asocirane funkcije) i 
ugaoni (Le`androve asocirane funkcije) dio talasne funkcije vodonika. 

> restart: 
> with(student): 

Izgradwa Le`androvih polinoma i Le`androvih koeficijenata 

> lm:=5: P:=1: 
> for l from 0 by 1 to lm do f:=(x^2-1)^l: for k from 0 by 1 to l do if 
(k>0) then P:=diff(f,x): f:=P end if: od; 
p(l):=1/2^l/l!*P:p(l):=simplify(p(l)):Lek(l):=changevar(x=cos(theta),p(l)
):Le(l):=sqrt((2*l+1)/2)*Lek(l): od: 

,  = ne 5  = sku 12.42577965 

,  = ne 7  = sku 6.718843437 

,  = ne 9  = sku 7.659416861 

,  = ne 11  = sku 9.629500128 

,  = ne 13  = sku 7.825009213 

,  = ne 15  = sku 8.640987595 

,  = ne 100  = sku 8.163332653 

,  = ne 150  = sku 10.35116741 

,  = ne 200  = sku 10.36243215 

,  = ne 250  = sku 10.38306313 

,  = ne 300  = sku 10.19084557 

,  = ne 350  = sku 9.863062405 

,  = ne 400  = sku 9.885342686 
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Iscrtavawe nekoliko Le`androvih koeficijenata 

> plot([Lek(0),Lek(1),Lek(2),Lek(3),Lek(4),Lek(5)], 
theta=Pi..0,color=[red,blue,green,cyan,magenta,black], style=[line]); 

 

Provjera ortonormiranosti Le`androvih koeficijenata 

> Int(Le(3)*Le(4)*sin(theta),theta=0..Pi); 

 
> int(Le(3)*Le(4)*sin(theta),theta=0..Pi); 

 
> Int(Le(3)*Le(4)*sin(theta),theta=Pi..0); 

 
> int(Le(5)*Le(5)*sin(theta),theta=0..Pi); 

 

Izgradwa asociranih Le`androvih polinoma i koeficijenata i iscrtavawe prvih 
nekoliko grafova 

> P:=1: 
> for mx from 0 by 1 to 5 do:for l from mx by 1 to lm do f:=p(l): for m 
from 0 by 1 to mx do if (m>0) then P:=diff(f,x): f:=P end if: od; 
p(l,mx):=sqrt((lmx)!/(l+mx)!)*(1x^2)^(mx/2)*P:p(l,mx):=simplify(p(l,mx)):
Pe(l,mx):=changevar(x=cos(theta),p(l,mx)); od; od; 
> for l from 1 by 1 to 5 do:for mx from 1 by 1 to l do : od: od: 
> plot([Pe(5,5),Pe(5,4),Pe(5,3),Pe(5,2),Pe(5,1)],theta=Pi..Pi, 
color=[red,blue,green,cyan,magenta], style=[line]); 

d 
⌠

⌡
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0
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 
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 
  


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 −  + 
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⌠

⌡
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 
  

 
 
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 
  


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 −  + 

35
8 ( )cos θ 4 15

4 ( )cos θ 2 3
8 ( )sin θ θ 
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> plot([Pe(5,2),Pe(4,1),Pe(3,1),Pe(2,1),Pe(1,1)], 
theta=Pi..Pi,color=[red,blue,green,cyan,magenta,black], style=[line]); 

 

> Int(Pe(4,3)*Pe(5,3),theta=0..Pi); 

 
> int(Pe(4,3)*Pe(5,3),theta=-Pi..Pi); 

 
> Int(Pe(5,4)*Pe(5,4),theta=0..Pi); 

 
> int(Pe(5,4)*Pe(5,4)*sin(theta),theta=0..Pi); 

 
> int(p(4,3)*p(5,3),x=-1..1); 

 

d
⌠

⌡


0

π 
35 
64 ( )−  +  1 ( )cos θ 2

2
( ) −  1 ( )cos θ 2 ( )cos θ ( ) − 9 ( )cos θ 2 1 θ

0 

d 
⌠

⌡


0

π 
315 
128 ( )−  +  1 ( )cos θ 2

4
( )cos θ 2 θ 

2 
11 

0 
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Izgradwa Lagerovih funkcija i asociranih Lagerovih funkcija 

> nm:=5: 
> f:=exp(-r)*r^n; 

 
> L:=Diff(f,r); 

 
> for n from 1 by 1 to nm do f:=exp(-r)*r^n: for k from 1 by 1 to n do 
L:=diff(f,r): f:=L: od; la(n):=exp(r)*L:simplify(%) od: 
> for n from 1 by 1 to 5 do:simplify(la(n)): od; 

 

 

 

 

 
> lm:=5: 
> for mn from 1 by 1 to lm do for n from mn by 1 to lm do f:=la(n): for k 
from 1 by 1 to mn do laa:=diff(f,r): f:=laa: od: Laa(n,mn):=laa: od; od; 
> for n from 1 by 1 to mn do f:=exp(-r)*r^n: for k from 1 by 1 to n do 
L:=diff(f,r): f:=L: od; laf(n):=1/n!*exp(r/2)*L: od: 
> for n from 1 by 1 to 5 do:for mn from 1 by 1 to n 
do:simplify(Laa(n,mn)):Lrint(laa(n,mn)): od;od; 
> plot([laf(1),laf(2),laf(3),laf(4),laf(5),laf(6),laf(7),laf(8)], 
r=0..5,color=[red,blue,green,cyan,magenta,yellow,gray,black], 
style=[line]); 

 

 := f e
( ) − r 

r n 

 := L ∂ 
∂
r ( )e 

( ) − r 
r n 

−  + r 1 

 −  + r 2 4 r 2 

−  +  −  + r 3 9 r 2 18 r 6 

 −  +  −   + r 4 16 r 3 72 r 2 96 r 24 

−  +  −  +  −  + r 5 25 r 4 200 r 3 600 r 2 600 r 120
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Provjera ortogonalnosti Lagerovih funkcija 

> Int(laf(3)*laf(5),r=0..infinity); 

 

> int(laf(3)*laf(5),r=0..infinity); 

 
> Int(laf(2)*laf(2),r=0..infinity); 

 
> int(laf(2)*laf(2),r=0..infinity); 

 
> for mx from 1 by 1 to lm do for n from mx by 1 to lm do 
Laaf(n,mx):=sqrt(1/n!)*exp(-r/2)*r^((mx)/2)*Laa(n,mx) od; od;  
> plot([Laaf(1,1),Laaf(2,1),Laaf(2,2),Laaf(3,1),Laaf(3,2),Laaf(3,3)], 
r=0..8,color=[red,blue,green,cyan,magenta,black], style=[line]); 

 

>  
 
> int(Laaf(3,2)*Laaf(4,2),r=0..infinity); 

 
> int(Laaf(3,2)*Laaf(3,2),r=0..infinity); 

 
> with(plots): 

⌠
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> 
psi:=subs(r=sqrt(x^2+z^2),sin(theta)=x/sqrt(x^2+z^2),cos(theta)=z/sqrt(x^
2+z^2),Laaf(1,1)*Pe(4,3)): 

Iscrtavawe gustine elektronske raspodjele za par stawa vodonikovog atoma 

> densityplot(psi,x=-7..7,z=-7..7,axes=boxed,colorstyle=HUE,grid=[60,60]); 

 

psi:=subs(r=sqrt(x^2+z^2),sin(theta)=x/sqrt(x^2+z^2),cos(theta)=z/sqrt(x^
2+z^2),Laaf(1,1)*Pe(0,0)): 
> densityplot(psi,x=-7..7,z=-7..7,axes=boxed,colorstyle=HUE,grid=[60,60]);  
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ЗАКЉУЧАК 

Ra~unarske vje`be iz fizike, koje bi se radile kao dopuna eksperimentalnim i 
ra~unskim vje`bama, mogu unaprijediti univerzitetsku nastavu fizike. Kako se upotreba 
softvera Maple prili~no lako u~i, na takvim vje`bama je naglasak na razumijevawu fizike, 
a ne na programirawu. Me|utim, pove}avawe vje{tine programirawa mo`e tako|er 
unaprijediti rad budu}eg fizi~ara u istra`ivawu, nastavi ili industriji. Na 
predlo`enim vje`bama podrazumijeva se velika aktivnost studenata koji modifikuju 
komande i diskutuju fizikalni smisao promijewenih rezultata.  
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